Geometria: Introduccion

Talleres de Preparacién para la Olimpiada

Clase del 27/10/2017

Nota: Los dangulos vienen dados de la manera natural, médulo 7.

Proposicién 1: Sea AABC tridngulo de circuncentro O.
0. Los dngulos suman 7.
1. Las mediatrices de los lados concurren en un punto (circuncentro), que es
ademas el centro de la circunferencia circunscrita.
2. Las alturas concurren. (ortocentro)
3. Las medianas concurren. (baricentro)
4. Las bisectrices interiores de los dngulos concurren en un punto (incentro),
que es ademsés el centro de la circunferencia inscrita.
5. Las bisectrices exteriores de dos de los angulos y la bisectriz interior del
tercero concurren. (exincentros)
6. (Teorema del Angulo Central) ZBOC = 2/BAC
Las demostraciones se dejan como ejercicio al lector.

Def 1: Se dice potencia de un punto P respecto de una circunferencia w de centro O y radio r
al valor de la expresién PO? — 2, denotada PoP(P,w).

Def 2: Se llama eje radical de las circunferencias w y w’ al lugar geométrico
de los puntos P tales que PoP(P,w) = PoP(P,w").

Prop 2: Sea r una recta que pasa por P y corta a la circunferencia w en A
y B entonces PoP(P,w) = PA- PB.

Def 3: Un cuadrilatero se dice ciclico si es inscriptible en una circunferencia.

Prop 3: Dado un cuadrilatero ABC D, las siguientes son equivalentes:
e ABCD es ciclico.
e LABC = LZADC
e PA-PB=PC-PD,con P=ABNCD.

The Incenter/Excenter Lemma: Sea AABC un tridngulo con incentro
1, A-exincentro I, y sea L el punto medio del arco BC. Entonces L es el centro
de una circunferencia que pasa por I,14,B,C.



1 PROBLEMAS

0. Sea ABC' un tridngulo de incentro /. Demuestra que el circuncentro del
tridngulo cuyos vértices son los centros de los tridangulos ATAB, AIBC, AICA
coincide con el circuncentro de AABC.

1. Sean E y D los pies de las alturas por By C' de AABC con circunferencia
circunscrita w. Sea M el punto medio de BC. Prueba que:
i) Sea [ la recta paralela a BC por A. [ es tangente a w.
i1) Las rectas M E, M D son tangente a w, por E'y D respectivamente.

2. La circunferencia inscrita al tridngulo ABC), es tangente a los lados AB y
AC en D y F respectivamente. Sea I su incentro y O el circuncentro de BCT.
Prueba que ZODB = ZOEC.

3. Sea ABC tal que 2BC = AB+ AC' y denoten I y w su incentro y circun-
ferencia circunscrita respectivamente. Sea D la intersecciéon de Al y w (A, D
distintos). Prueba que I es el punto medio del segmento AD.

4. Sea ABC un tridngulo agudo con ortocentro H. Sean D, E, F los pies
de las alturas por A, B, C a los lados opuestos respectivamente. Prueba que el
punto medio de AH se encuentra en la circunferencia circunscrita a ADEF.

5. Sea H el ortocentro del tridngulo agudo ABC. La circunferencia 74
centrada en el punto medio de BC' y que pasa por H interseca BC en Aj, As.
Anélogamente definimos By, By, Cy y Cy. Probar que Ay, As, By, B, C1, Cs son
conciclicos.

6. Sea ABC un tridngulo de incentro I y A-exincentro I4. Sea M el punto
medio del arco BC' que no contiene a A, y sea N el punto medio del arco M BA.
Las rectas NI y NI, intersecan a ABC en S y T. Prueba que las rectas ST,
BC' y AI son concurrentes.

7. En un tridngulo agudo ABC, con /B mayor que ZC. Sea M el punto
medio de BC'y sean E y F los pies de las alturas desde B y C', respectivamente.
Sean K y L los puntos medios de M E y MF, respectivamente, y sea T en KL
tal que TA||BC. Prueba que TA=TM.
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